Tema 19. (I1)
CANAL Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Fecha: 2008-05-19

Distribuciones discretas de probabilidad

Tema 19
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Tema 19. (I1)
CANAL Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Fecha: 2008-05-19

;Para qué sirven las
distribuciones (discretas o
continuas) ?

—Son leyes que cumple ¢l azar

~|El azar no es aleatorio
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Tema 19. (I1)
Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Fecha: 2008-05-19

La distribucion de Bernouill

]

'Todo experimento aleatorio en el
que so6lo pueden ocurrir dos
sucesos mutuamente excluyentes
(A y su complementario) se
denomina experimento de

Bernouilli (1654-1705)
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La distribucion de Bernouill

~| Generalmente al suceso A se
le denomina “éxito” y a su
complementario “fracaso™
(pero sin connotacioncs
semanticas)
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Tema 19. (I1)
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Fecha: 2008-05-19

~|Sobre cualquiera de los espacios
muestrales que se originan en el
experimento aleatorio de Bernowll,
se define la v.a. discreta de
Bermouilli, X, que generalmente
asigna (por convenio) el valor 1 al
L B 23 4 272

¢xito”y el 0 al “fracaso™, con

probabilidades p y q (p+g=1).
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Fecha: 2008-05-19

J(O)=P(X=0)=¢
JH=PX=D)=p
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La distribucion de Bernouilli

Ejemplo:

Una variable aleatoria asociada con arrojar una moneda
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La distribucion de Bernouilli

~La funci6n de probabilidad de la
distribucion de Bernouill puede
expresarse sucintamente mediante
la siguiente formula:

f)=PX=x)=p*-q ", X={01
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La distribucion de Bernouilli

=D
fO)=PX=0)=p"-qg " =¢g

¥ =]
fO=PX=D=p-q =p
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La distribucion de Bernouilli

~Debido a que q= 1-p, podemos
1dentificar cualquier distribucion de
Bemouilli aportando solamente su
probabilidad de “éxito”. Este es el
parametro de la distribucion y se
representa por B(p).
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CANAL Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Fecha: 2008-05-19
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La distribucion de Bernouilli

[.a media vale:

I

u)

E(X)=Y % f(x)=1p+0-1=p

=

~ILuego, la media o esperanza
matematica de la distribucion de
Bemouill es la probabilidad
asignada al éxito, p.
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La distribucion de Bernouilli

=l La vananza vale:

Var(X)=EX*)-|EQO| =p-p*=p-(-p)=pq

I(x) | xO@{x) | x* @ {(x)
q 0 0

P P P

5 Luego, la vanianza es 1gual al producto de la
probabilidad de éxito por la probabilidad del

fracaso: c’=p-q oc=.\pq
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La distribucion de Bernouilli

~Su funci16n de distribucioén se
define como:

F(x):P(Xﬂx):pr_ql—x

x <0
Fy(x) = 1 0<x <1
x 21

i o
£
Y
S 9
I
Y
=
2
Py
2
e
a
- »
e
e

13/67



Tema 19. (I1)
Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Fecha: 2008-05-19

La distribucion de Bernouilli

X

Bernoull distetbution.
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L.a distrnibucion Binomaal

=|/La distribuci6on binomial es la
distribucion de probabilidad de N
variables aleatorias independientes de
Bernouilli en las que la probabilidad
de “éxito”, p, se mantiene constante
en cada ensayo y la nueva variable
aleatoria binomial X = X, +X,+...+Xy
toma cualquier nimero entero y

discreto, 0. 1,2, ..., N.
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L.a distrnibucion Binomaal

—

—Sus caracteristicas son:

—Consiste en N pruebas independientes
tipo Bernouilh

-~ Cada prueba o ensayo tiene dos
posibles resultados que se representan
por 0ol

-~ La probabilidad de éxito, p,
permanece constante en cada ensayo
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L.a distrnibucion Binomaal

~ Esta distribucion solo depende de
los valores que tome N (nimero
de ensayos) y p (probabilidad de
¢xi1to).

~|Existe una familia de
distribuciones binomiales para

cada par de valores Ny p
parametros
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L.a distrnibucion Binomaal

~ | Funcion de probabilidad

Nos permite calcular la
probabilidad de que en N
ensayos aparezca x veces el
suceso A como suceso favorable
0 “éxito”.

fadps AL DA

X veces N—-x veces
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L.a distrnibucion Binomaal

- Como las pruebas son independientes:

PANAN..NANANAN..NA)=

PR B PEuPs £ -

X veces MN-x  veces

BEg- 99 =P 9

X veces MN—x veces
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L.a distrnibucion Binomaal

~|Ahora bien, ¢l conjunto de los
N ensayos con x sucesos Ay
N-x sucesos complementarios
pucde aparecer en otros

F

ordenes distintos al senalado.
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L.a distrnibucion Binomaal

—|E]l nimero de ordenaciones distintas son
permutaciones con repeticion de N
elementos de los cuales el suceso A se
presenta repetido x veces y el suceso

complementario se encuentra repetido N-x
veoes.

N N
(N -x)! | x
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L.a distrnibucion Binomaal

=1 Cada una de estas ordenaciones tiene
probabilidad .

px _ qN—x

En consecuencia la {.p. Binomial es:

N v
f(x)=P(X=JC)=[x ]Px'q '
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L.a distrnibucion Binomaal

—|Funci16n de distribucioén:

=® F(x)=PX <x)=PX =x,)+P(X =x)+..+P(X =x)

= FE) L+ fE)= S F(x)
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L.a distrnibucion Binomaal

- Que puede representarse de forma simple como:

N
F(x)=P(X <x)=) . prq
x=0
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L.a distrnibucion Binomaal

| Las caracteristicas descriptivas de esta
distribucion son

= Media:

EX)=EX, +X,+..+X,)
= B(X )+ B, )4 =B )
~ P4k 43P

N veces

:Np
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L.a distrnibucion Binomaal

~Varianza:

Vartd )= Fartx, + X, F... & ;)
=Var(X,)+Var(X,)+.. +Var(X, )

RNk

N veres

=N-p-q
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..-

L.a distrnibucion Binomaal

T

o | Las tablas de la distribucion binomial

® nos evitan el calculo de las
2

e probabilidades a partir de la ecuacion de

2 la{p. ode lafuncion de distribucion
’ : (muy util para valores altos de N).

® | La primera columna, encabezada con la
letra N, se refiere al nimero de ensayos

L » (desde 1 hasta 20).
L 9

27167



Tema 19. (I1)
Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Fecha: 2008-05-19

L.a distrnibucion Binomaal

~|La segunda columna recoge los
posibles valores que puede tomar la
variable binomial X

~|La primera fila recoge la probabilidad
de éxito, p.

~|La interseccion proporciona f{(x) (tabla
A.5) o F(x) (tabla A.6).
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L.a distrnibucion Binomaal

Probabilidad de éxito p

0,01 (0,05 (0,10

-9
d
°
- 9
.
>
9
?
NE
2
=9
®
- @
- ®
.
. @

29/67



Tema 19. (I1)
Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Fecha: 2008-05-19

L.a distrnibucion Binomaal

= Pero ;qué pasaria con valores de p > 0,05
que no estan en las tablas?

=/ En estos casos, sabiendo que q = 1-p, s1
p > 0,5 entonces logicamente q sera
menor que 0,5 y operaremos buscando en
la tabla la probabilidad de que en N

ensayos se produzcan N-x fracasos con
probabilidad q = 1-p.
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L.a distrnibucion Binomaal

PX=x/p>05)=PF=N-x/1-p<0,5)
Ejemplo
N=17
P(X=3/p=0,6)=P( =4/ p=04)
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L.a distrnibucion Binomaal

zll 1y

i
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Distrubuciones binomiales para valores seleccionados de N y p.
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

—
e

~ En la siguiente figura podemos ver

cuatro distribuciones binomiales para
el mismo N (10) y distintos valores
de p.

=

~ | Podemos observar como a medida
que p aumenta hasta 0,5 la
distribucion va adoptando una forma
mas simétrica y acampanada.
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

i

L. — - - PR S S— R
D12 34546783810

|

0123 4+« 5678 3817
X N=10 p=08
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

—
e

/A medida que N aumenta y p no
toma valores extremos (n1 muy
grandes n1 muy pequefios), la
distribucion binomial converge a la
normal y podemos utilizar esta t1ltima
para resolver problemas que
pertenecen a la binomial.

-9
d
°
- 9
.
*
9
?
L
2
=9
®
- @
- ®
.
. ®

35/67



Tema 19. (I1)
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

- Sabiendo que B(N, p)
liene
H=N-p
oc'=N-p-g
5 Laplace y De Moivre demostraron que la
variable Z se distribuye segun N(O, 1).
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Tema 19. (I1)
Universidad Nacional de Educacion a Distancia
Fecha: 2008-05-19

Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

] Por lo que podemos utilizar este hecho para
calcular valores de B(N, p) cuando N sea muy

grande, no se encuentre en las tablas vy pno es
muy extremo (0,1 <p <0,9).
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

7] No obstante, existe un problema. El teorema de
Laplace y De Moivre transforma una variable X,
discreta, con una distribucion Binomial, en una

variable continua, 7, con distribucion normal.

- Esto provoca pequefios desajustes en la
aproximacion de la Binomial a la Normal que
deben corregirse para hacerla (la aproximacion)
mas precisa.

- Esta correccion de la aproximacion se llama
“correccion por continuidad”.
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

~ Esta “correccion por continuidad™
nos va a permitir utilizar las
puntuaciones discretas, X, como s1
fuesen continuas.

—Para ello vamos a interpretar cada

puntuacion X como s1 fuese el punto
medio de un intervalo.
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

|Ahora cada punto X representa a los
infinitos valores que hay en el intervalo
limitado por los puntos situados media

unidad a su 1zquierda y media unidad a
su derecha:

P(X =k)=P(k-05<X <k+0,5)
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

~1Asi, por ejemplo, s1 queremos
calcular (siendo X una Binomial)

P(3£x£5)=zjlf(x)

' Sumamos las areas de los
rectangulos cuyas bases tienen
amplitud unidad y por puntos
medios los valores 3,4 y 5.
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

~|Aproximando esta distribucion a
la normal, el 4rea sombreada
corresponde al area bajo la curva
normal de valores (comprendida
entre 2,0V .9.9)

N(N-p, N-p-q)
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Aproximacion de la distribucion
binomial a la normal

~/Utilizando la aproximacion a la
normal obtenemos:

P(3<x<5)=F(55) - F(25)
55-N-p

NN-p-gq

25-N-p

JWN-p-q

=P(Z < )—P(Z <

)
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Distribucion binomial negativa

E # Binomial:
§ . (Cual es la probabilidad de que en N
e repeticiones de un experimento tipo

' ’Bernoullh se produzca k éxitos?
o Caracerlstlca
N es constante.
El nimero de éxitos lo podemos
variar.
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Distribucion binomial negativa

—

Binomial Negativa
(ii INVERTIMOS LA PREGUNTA!!):
¢ Cual es la probabilidad de que para que se
produzcan k €xitos se necesiten N = n
repeticiones de un experimento tipo Bernouilli
Caracteristica: Mantenemos constante ¢l
numero de éxitos k.

Modificamos el nimero de ensayos N

que se requieren para obtener los k
éxitos.
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Distribucion binomial negativa

Caracteristicas:

- N pruebas independientes.

- Cada prueba o ensayo tiene dos
posibles resultados (Bernouill)

- La probabilidad permanece constante

- El experimento se repite un nimero,
n, variable de veces y f{inaliza al
obtener un nimero, k, {ijo de éxitos.
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Distribucion binomial negativa

- Se representa por

BN(N=n, k, p)

- Funci6n de probabilidad:

n—1 kK nk
BN =m)=|_ P8
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Distribucion binomial negativa

S1 el numero de ensayos, N, termina cuando se
consiguen los k éxitos requenidos, esto quiere
decir que:

a) en el ultimo ensayo (N) se habran obtenido k
ex1tos

b) por tanto, en los anteriores N-1 ensayos se
habran obterido k-1 ¢éxitos en cualquier orden

;Cual es la probabilidad de obtener k-1 exitos en
N-1 ensayos independientes tipo Bemouill1?
Aplicando la binomial: e

k-1
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Distribucion binomial negativa

Y la probabilidad de obtener ¢l
ultimo ¢éxito es p:

n—1
k—1
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Distribucion binomial negativa

Funcion de distribucion:

Considerando que no se pueden

conseguilr k éxitos en menos de
N=k ensayos

F(N=n)=P(N<m)=P(N=N,)+P(N=N,, )+..+ (N =n)
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Distribucion binomial negativa

Y sus estadisticos son:

= E(N) =~

P
k-q

P

o’ =Var(N) =
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Distribucion binomial negativa

Como no disponemos de tablas para
obtener las probabilidades hemos de
utilizar la siguiente expresion:
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Distribucion binomial negativa

Que 1ndica que la probabilidad de necesitar
n ensayos o menos para obtener k éxitos
(binomial negativa) es 1gual a la
probabilidad de obtener mas de k éxitos
en N ensayos (binomial).

Esto es lo mismo que decir que las
probabilidades acumuladas a la 1zquierda
en la distribucion binomial negativa son
1guales a las probabilidades acumuladas a
la derecha en la binomaial:
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Distribucion binomial negativa

También se cumple que la probabilidad de
necesitar mas de n ensayos para obtener k
¢xitos (binomial negativa) es la misma
que la probabilidad de obtener menos de
k éxitos en N ensayos (binomial), es
dectr,

Para un mismo N, p y k, la probabilidad
acumulada a la derecha en la distribucion
binomial negativa es 1gual a la
probabilidad acumulada a la 1zquierda en
la binomial.
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Distribucion binomial negativa

En tormulas:

P(N <n)=P(X >k)

P(N >n)=P(X <k)
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Distribucion de Poisson
Simeon Demis Poisson (1781-1840)

Es ¢l limite de la Binomial cuando N &R
Infinito y p tiende a 0 manteniéndose
constante el valor de la media (N p) al
que ahora llamaremos ® (lambda).

También se la conoce como “Ley de los
sucesos raros” ya que el modelo de
probabilidad se encuentra sujeto a las
mismas condiciones impuestas a la
Binomial, N &® Infimito y p ® 0.
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Distribucion de Poisson

Es absolutamente necesario que se
cumpla la condici6n de 1gualdad de
probabilidades para todos los
cnsayos.

Funeion de probabilidad P(@®)

jaF
f(x)=P(X =x)= | e e=72,718281
X!
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Distribucion de Poisson

La tabla A.7 nos permite trabajar con esta distribucién.

x| 0 2
@

0,1

0,2
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Distribucion de Poisson

Funcion de distribucion

F(x)=PX <x)=Y i:e*
x=0 X
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Distribucion de Poisson

Sus descriptivos son:

u=E(X)=41
o’=Var(X)=4
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Aproximacion de la distribucion de
Poisson a la Normal
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Aproximacion de la distribucion de
Poisson a la Normal

Para valores de ® superiores a los que

aparccen en las tablas, podemos recurrir a
la normal para calcular probabilidades.

Para ello solamente tenemos que considerar
que una Poisson (®) se puede aproximar
mediante unanv (4, /1) aplicando la
“correccion por continuidad.

Px <x)=p| %<

,\/I_Z
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Distribucion Multinomial

Se utiliza en aquellas sitnaciones en que el mimero de categorias que
pueden aparecer en cada ensayo son mas de dos.

Por ello, la multinomial o polinomial es wna generalizacion de la
binemial con las siguientes caracteristicas:

- N pruebas independientes

Cada prueba presenta varios resultados (mas de dos) exhaustivos y
mutuamente excluyentes

Las probabilidades correspondientes a cada uno de los resultados
permanece constante de tal forma que

p+p+.tp. =1
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Distribucion multinomaial

Funcidn de probabilidad

AR A AT S O AT

Xy veces Ay veess Ky veces

P(AJXI : Pl:flz}f’ '---'P(A;:]X* :Pfﬂ 'Piﬂ '---'Pfﬁ

Pero la secuencia de resultados A, A.....,A, se puede presentar
ordenada de otras formas diferentes (permutaciones con repeticion
de n elementos, de los cuales X, son ignales y toman el valor A,
K, son ignales y toman el valor A.,....):

r

xI!-xE!-...-xk!
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Distribucion multinomaial

Funcidn de probabilidad

f(l:
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S. Poisson

Siménn Denk& Poisson (17:1-1540, fue un fisico ¥ matermatico fances al que se

le conoce por sus diferentes trabajos en el campo de la electricidad, también hizo
publicaciones sobre la geometria diferencial ¥ 1a teoria de probabilidades.

La primera memoria de Foisson sobrela electricidad fus en 1812, en queintentd calcular
tnaternaticarmnente 1a distribucian de las cargas eléctricas sohre la superfice de los
conductores, ¥ en 1824, tambien demostrd que estas mismas formulaciones podian aplicarse
de 1igual forma al magnetismo.

El trabajo mas inportante de Poizson fue utia serie de escritos delas integrales definidas, ¥
cuando tan solo tenfa 18 afios, escribid una memonia de diferencias finitas.

Poisson ensefiaba en la escuela Politécnica desde el afio 1502 hasta 1805, en quellegd a ser un

astrénomo del Bureau des Longitudes. En el catnpo de la astronomda estuwo fundatmentalinente
mteresado en &l mowvimiento dela Luna.

Fn 1509 fue nominado como profesor de matematicas puras en la nuevamente ahierta facultad
de ciencias.

En 1837 publica en Ferecherches suy la probabilite des jugements, un trabajo importante en la
probabilidad, en el cual describe la probabilidad como unacontecitndento fortuito ocurido en
un tiempo o intervalo de espacio bajo las condiciones que la probabilidad de un acontecitmento

ocurre es muy pequeiia, pero el mimero de intentos es muy grande, entonces el evento ocwre
dlgunas veces.

Durante toda su vida publicd entre 300 v 400 trabajos matematicos incluyendo aplicaciones a
la electricidad, el magnetizmo v la astronomia,
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Bemoulli

Binomial

Binomial
negativa

Poisson

Multinomial
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