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Como ya les anunciamos, el equipo de matematicas continuara hoy la historia que comenzd el
sabado pasado. Les sera util tener delante el esquema que se le ha enviado, papel y lapizy lo
necesario para la grabacion. Vamos a resumir todo lo visto hasta ahora.

Partimos del conjunto P formado por las tres clases de pastillas D, E e I descubiertas por el
doctor X. Con la operacion tomar una pastilla después de otra, designada por Mas, se
estudiaron en el laboratorio los resultados con cobayas y quedaron registrados en la tabla 1.
Observando la tabla 1, llegamos a la conclusién de que el par P-Mas era un grupo abeliano,
primera estructura necesaria para construir un espacio vectorial. Continuando con el
experimento, el doctor X instalé en las jaulas unos pequefios timbres, de manera que las
cobayas ingerian tantas pastillas del mismo comedero como timbrazos sonaban. De esta forma
quedo definida una ley externa de la siguiente manera.

Se tomé Z3 con la suma y producto como cuerpo de escalares. El nimero de timbrazos, 1,2,3 0
mas, pertenecia a la clase residual correspondiente de Z3. La ley externa designada por POR se
definié del producto cartesiano Z3 por P en P de la siguiente forma.

Clase N por pastilla H significaba tomar N veces la pastilla H. Se comprobé a continuacion que
la ley externa POR cumplia los cuatro axiomas, con lo que quedé construido un espacio
vectorial designado por la terna Z3P+. Vamos a ver ahora cdmo se traducen los conceptos
tedricos de sistema de generadores, independencia lineal, base y dimensidon de un espacio
vectorial a nuestro vectorial concreto. Los vectores de nuestro espacio son sélo tres.

Las pastillas D, E e I. Cada pastilla es pues un vector. De entre ellos, el vector cero ha de ser
forzosamente el elemento neutro del grupo P+. La pastilla I es pues el vector cero del espacio
vectorial.

Los escalares son los elementos de Z3, clase 1, clase 2 y clase 3 que representan el nimero de
timbrazos que suenan en las jaulas. Multiplos de un vector seran expresiones de la forma un
escalar por un vector. Los multiplos P, por ejemplo, del vector E seran clase 1 por E, tomar una
pastilla E igual a pastilla E, clase 2 por E, tomar dos pastillas E igual a E mas E igual a D. D es,
por tanto, un multiplo del vector E. Y, por ultimo, clase 3 por E igual a E mas E mas E igual a D
mas E igual a I vector cero, resultado que siempre se obtiene en cualquier espacio vectorial.

El vector cero, en nuestro caso la pastilla I, es siempre multiplo de cualquier vector. Basta



tomar la combinacion lineal cero por V. Aqui el escalar cero es la clase 3, igual a la clase cero,
elemento neutro para la suma en Z3. Por eso sucede que clase 3 por E igual a I. También
sucede, como en todo espacio vectorial, que el escalar cero, en nuestro caso la clase 3, por
cualquier vector del espacio vectorial, es el vector cero, en este caso la pastilla I. Compruebe,
pues, que clase 3 por E es igual a I. La teoria expuesta en la unidad didactica nimero 3 nos dice
gue para saber si un conjunto o sistema de vectores es linealmente independiente o no, basta
mirar si alguno de los vectores que lo forman es combinacién lineal de los restantes.

En nuestro caso concreto, como el vectorial P se reduce a tres vectores y uno de ellos es el
vector cero, sélo cabe mirar si el sistema de vectores formado por las pastillas D y E es ligado o
no, ya que cualquier sistema de vectores que contenga al vector cero es siempre ligado. Para
saber si el sistema formado por D y E es ligado o no, miraremos si D es un multiplo de E, o lo
que es lo mismo, si E es un multiplo de D. Si D es multiplo de E, existira algun escalar de Z3 que
multiplicado externamente, es decir, segun la ley externa por E, nos dé D. En efecto, si hacemos
clase 2 por E, esto es igual a E mas E igual a D. Luego D es multiplo del vector E, ya que puede
expresarse como clase 2 por E. Igualmente se tiene clase 2 por D igual a D mas D igual a E, y
por tanto E es multiplo del vector D, ya que E puede expresarse de la forma clase 2 por D.
Consecuentemente con lo anterior, podemos concluir que el sistema de vectores formado por
las pastillas D y E es linealmente dependiente, o dicho de otra forma, es un sistema ligado.
Decimos que un conjunto de vectores es un sistema generador cuando todos los vectores del
espacio pueden ser obtenidos mediante combinaciones lineales de los vectores de ese sistema.

¢El sistema de vectores formado por D y E sera generador? En este caso la respuesta es
evidente. Todos los vectores pueden obtenerse a partir de D y E. Asi, para obtener D basta
tomar la siguiente combinacion lineal. Clase 1 por D mas clase 3 por E es igual a D mas E mas E
mas E igual a D mas Iigual a D. El vector E se obtendrad como sigue, clase 3 por D mas clase 1
por E igual a D mas D mas D mas E igual a I mas E igual a E. Por ultimo, I se obtiene clase 1 por
D mas clase 1 por E igual a D mas E igual a L. El sistema D-E es generador, pero al no ser
linealmente independiente no es base, lo que nos permite asegurar que la dimension de P no
puede ser 2, ya que no existe ningun sistema formado por dos vectores que sea a la vez
sistema generador y linealmente independiente.

No probamos con los sistemas D-I o E-I porque ambos contienen al vector cero, y cualquier
sistema que lo contenga ya sabemos que es ligado. Vamos a ver ahora si el sistema formado
por el vector E es generador. Que es linealmente independiente es claro, ya que se trata de un
solo vector.

En consecuencia, si probamos que es generador, podremos decir que el vector E es una base
del vectorial P. E genera el resto de los vectores de la siguiente forma. Clase 2 por E igual a E
mas E igual a D. Clase 3 por E igual a E mas E mas E igual a D mas E igual a I. También el
sistema formado por el vector D es una base. Es linealmente independiente y generador, ya
que clase 2 por D igual a D mas D igual a E. Clase 3 por D igual a D mas D mas D igual a E mas D
igual a I. Hemos encontrado todas las bases del vectorial P, la formada por el vector E y la



formada por el vector D. Como ambas tienen un solo vector, podemos concluir que dimensién
de P es igual al numero de vectores de la base igual a 1. Para finalizar, vamos a hallar las
coordenadas de los vectores de P respecto de las dos bases encontradas.

Llamaremos base 1 a la formada por E y base 2 a la formada por D. En la base 1, las
coordenadas de los vectores de P son inmediatas si observamos que vector E igual a clase 1 por
E. Vector D igual a clase 2 por E. Y vector I igual a clase 3 por E. De aqui podemos deducir que
las coordenadas son de E la clase 1, de D la clase 2, de I la clase 3 o lo que es lo mismo la clase
0. Ya que por definicidn, las coordenadas de un vector son los escalares que deben tomarse en
la combinacion lineal de los vectores de la base para obtener el vector dado. Respecto de la
base 2, se tendria vector D igual a clase 1 por D. Vector E igual a clase 2 por D. Vector I igual a
clase 0 por D. Y por tanto, las coordenadas serian de D la clase 1, de E la clase 2, deIla clase 0 o
lo que es lo mismo la clase 3. Obsérvese que como el vectorial es de dimension 1, el nimero de
coordenadas de cada vector ha de ser también 1, ya que la dimensién del espacio nos dice el
nuimero de vectores de las bases. En consecuencia, las coordenadas de un vector, escalares
necesarios para obtener la combinacién lineal de los vectores de la base que da ese vector, son
tantas como vectores hay en la base.

Reflexione sobre lo que ha escuchado y trate de construir ejemplos semejantes que le ayuden
en su tarea escolar. Un saludo de todo el equipo de matematicas.



