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Hola, buenas noches. Bienvenidos al tiempo del curso de acceso directo a la universidad para
mayores de 25 afios, el CAT. En nuestro programa de esta noche, Matematicas Especiales.

La asignatura de Matematicas Especiales es una introduccién a la matematica de los primeros
cursos de las facultades de Ciencias, Facultades de Econdmicas y Empresariales, Escuela de
Informatica y Escuelas Técnicas Superiores. Los cuestionarios de estos primeros cursos
universitarios constan fundamentalmente de una parte de algebra lineal y otra de calculo
infinitesimal. En esta asignatura se estudian los conceptos basicos de estas materias.

Y en esta noche en nuestro programa veremos los seis primeros capitulos del libro de texto. En
el primer capitulo hablaremos de los niUmeros enteros y racionales, pasaremos a los nimeros
reales, a los elementos de la teoria de conjuntos, introduccion a la combinatoria, introduccién
elemental a la probabilidad y estadistica descriptiva. Vamos pues a hablar y a abordar de estos
primeros seis temas.

En este sequndo programa sobre Matematicas Especiales del curso de acceso vamos a hablar
de los seis primeros temas del programa. Comenzaremos con el primer tema que se denomina
numeros enteros y racionales. La idea de numeros surge al comparar una cantidad con otra, es
decir, como consecuencia de medir una cantidad, y puesto que medir una cantidad es
compararla con otra a la que llamamos unidad, agregando unidades formamos cantidades que
representamos por numeros.

El origen de este concepto es muy dificil de descubrir, hasta el punto de que se experimenta
una sensaciéon de bienestar cuando se deja de lado su investigacion. Es una idea muy extendida
la que supone que el concepto de numero estd estrechamente unido al de tiempo,
dependiendo ambos de una impresién que despierta en nosotros la sucesién de fenédmenos
que se verifican a nuestro alrededor y en nosotros mismos. Kahn, entre los filésofos, y
Hamilton, entre los matematicos, son los representantes de esta interpretacion.

Otros, en cambio, opinan que el numero tiene mas que ver con el concepto de espacio,
reduciendo el concepto de numero a la simultdnea contemplacion de diferentes objetos
considerados en su conjunto. También hay, quien ven en las representaciones de los numeros
la expresidon de una especial actitud del espiritu, que es independiente de toda intuicion de
espacio y tiempo. Un representante de esta interpretacién es Mikowski.

La historia de los numeros negativos muestra que los antiguos griegos no tuvieron nocién de
ellos, de modo que en este punto no se les puede asignar el primer lugar, como muchos hacen.
Por el contrario, puede asegurarse que sus descubridores son los indios, a quienes también se
deben el cero y el sistema de numeracién decimal. En Europa empezaron a usarse en la época
del Renacimiento, pero su introduccién fue muy lenta, aunque ya Vieta la utilizd
completamente.



El objeto de este primer tema es introducir al alumno en algunos resultados basicos de los
nameros enteros y racionales. Se comienza con las operaciones basicas de los numeros
enteros, para seguir con el maximo como un divisor y el minimo como un multiplo. Se
establecen después los nimeros racionales, que surgen de forma natural como cocientes de
numeros enteros, y en ellos se estudian sus operaciones basicas, asi como la expresién decimal
de un numero racional.

Vamos a pasar al segundo tema, los niumeros reales. Los numeros racionales, junto con los
numeros irracionales, forman los nimeros reales. De la importancia de estos niUmeros ya se
dieron cuenta los griegos seis siglos antes de Cristo.

El origen del concepto de nimero irracional se encuentra siempre en la intuicion geométrica y
en la necesidad de la misma geometria. Pitagoras fue el primero en sefialarlo de forma
parecida a la siguiente. Si se tiene un triangulo rectangulo cuyos catetos tienen longitud 1, la
longitud de la hipotenusa es igual a la raiz de 2, y este no es un nimero racional.

Tan notable descubrimiento bien merecia el sacrificio de Cienbueyes, con que fue celebrado
por Pitagoras. Los matematicos griegos posteriores estudiaron ademas de estos numeros
irracionales sencillos, otros cada vez mas complicados. En general se puede decir que los
griegos se limitaron esencialmente a trabajar con los irracionales, que se obtienen por
aplicacién repetida de la extraccion de raices cuadradas, y que por ello se podrian construir con
la reglay el compas, pero nunca llegaron a tener la idea general de nimero irracional.

Esta hizo su aparicién al final del siglo XVI, como consecuencia de la introducciéon de los
numeros decimales, cuyo uso se generalizé ya antes con motivo de la formacién de la tabla de
logaritmos. Cuando se transforma un quebrado ordinario en numero decimal, pueden
obtenerse, aparte de numeros decimales limitados, otros ilimitados, que son necesariamente
periddicos. Ahora bien, nada hay que impida considerar un nimero decimal aperiédico, esto
es, un numero decimal cuyas cifras se suceden sin obedecer a ley alguna determinada y sin
parar.

Cualquiera lo consideraria como un numero determinado, aunque naturalmente no racional.
Con esto se tiene ya el concepto de numero irracional, espontanea creacién, en cierto modo,
del proceso aritmético que lleva consigo la fraccion decimal. Histéricamente acontece asi que el
calculo obligé a que se introdujeran los nuevos conceptos, y sin que se pensase gran cosa
sobre su esencia y fundamento, se operaba con ellos, afirmando su existencia, sobre todo al
reconocer repetidamente su extraordinaria utilidad.

Solo al llegar al afio 60 del siglo XIX, se vio la necesidad de formular aritméticamente de
manera precisa los fundamentos de los niumeros irracionales. Weir-Trash fue el primero que
abrié camino en estas investigaciones a través de las lecciones que explicaba en la Universidad
de Berlin. En el afio 1872, Cantor, fundador de la teoria de conjuntos, dio en la Universidad de
Hull una teoria general de dichos numeros.



De forma simultanea pero independiente, hizo otro tanto en la Universidad de Brubik. Este
tema se inicia con la introduccion de los numeros reales y sus propiedades. A continuacién se
estudian las desigualdades y el concepto de valor absoluto que serviran para introducir el
concepto de intervalo.

Después se analizaran las potencias de los nimeros reales y finalmente se estudiaran las
ecuaciones e inequaciones en una variable y las ecuaciones de segundo grado. También se
establecera una introduccién a los logaritmos, que se estudiaran de forma mas rigurosa en el
tema 27. En el tercer tema se introduce la teoria de conjuntos.

En casi todas las areas de las matematicas contemporaneas subyace el concepto de conjunto.
Este concepto proporciona una estructura base para hacer una formulacién precisa de las
distintas partes de las matematicas. La teoria de conjuntos fue creada por Cantor.

Desde 1872 hasta finales del siglo XIX la nocion del conjunto era intuitiva. Esta utilizacion de los
conjuntos sin la ayuda de reglas precisas llevd rapidamente a la aparicién de paradojas. Estas
paradojas no eran nuevas.

Ya en el siglo IV a.C. un personaje, Eubulides, que siempre miente, declara que esta diciendo
una mentira. ;Es esta frase la expresion de verdad? Cualquiera que sea la respuesta se llega a
una contradiccién. Una paradoja parecida aparece en el Quijote de Cervantes.

La primera paradoja estrictamente matematica aparecida fue dada por Cantor, pero Berrusel
es el autor de la mas famosa. Supongamos que se distingue entre conjuntos normales y
anormales. Por normales se entiende aquellos conjuntos que no son elementos en si mismos.

Por ejemplo, el conjunto de los arboles es un campo en un conjunto normal, pues tal conjunto
no es ningun arbol. Los conjuntos anormales son aquellos que se contienen a si mismos. El
conjunto de los conjuntos es anormal, pues a su vez es un conjunto.

Brusel se preguntd por la naturaleza del conjunto de todos los conjuntos normales. ;Era normal
o anormal? Si era normal, no se contenia a si mismo, con lo que formaba parte del conjunto de
los conjuntos normales, y por lo tanto era anormal, pues se contenia a si mismo. Contradiccién.

Si era anormal, se contenia a si mismo, con lo cual formaba parte del conjunto de los conjuntos
normales, y era por tanto normal. Contradiccion de nuevo. Esta ingeniosisima paradoja
mantuvo en vilo a los matematicos durante varios afios y motivo la xiomatizacién de la teoria
de conjuntos.

La primera axiomatizacion de la teoria de conjuntos se debe a Zermelo en 1908. Fue mejorada
por Frankel en 1922, y con ella las paradojas antes mencionadas desaparecen, ya que uno de
los axiomas dice, ningun conjunto es elemento de si mismo. En este tema se presentan algunas
herramientas basicas de las matematicas que se van a utilizar a lo largo de todo el libro.

El tema se inicia estudiando primero los conjuntos y subconjuntos, después sus operaciones y



el producto cartesiano de dos conjuntos, y se termina introduciendo el conjunto de aplicacion
entre conjuntos y los distintos tipos de aplicaciones que se pueden dar entre ellos. Estos tres
primeros temas son basicos para el estudio del resto del programa, por lo tanto siempre les
recomendamos que no pasen a los siguientes hasta haber comprendido perfectamente los
conceptos y definiciones que se introducen en ellos. Pasamos ahora el tema cuarto, que nos da
unos conceptos basicos de la combinatoria.

En dicho tema se presentan algunas de las técnicas basicas para contar elementos de
conjuntos diversos de objetos. Estas técnicas estan relacionadas principalmente con problemas
del calculo de probabilidades, pero no exclusivamente. En los tipos de problemas que se
intentan resolver con estos métodos sera necesario contar cuantos elementos poseen los
conjuntos implicados.

En los casos elementales esto sera facil de realizar, pero existen conjuntos finitos para los que
el calculo de numeros de elementos no es trivial. Hay muchas situaciones donde un
determinado tipo de tarea se puede realizar de diferentes maneras, e interesa en estos casos
poseer una estimacién previa sobre el nimero de formas de llevar a cabo dicha tarea, es decir,
interesa saber cuantas soluciones son posibles. Una forma de encontrar respuesta a dicho tipo
de preguntas es de las que trata este tema.

Primero el principio de adiccion y multiplicacion. Dichos principios estan motivados por
problemas como los siguientes. Consideramos el experimento de lanzar una moneda al aire
tres veces.

¢De cuantas maneras se puede obtener una, dos o tres caras? En el lanzamiento de dos lados,
¢de cudntas maneras se puede obtener que la suma de ambos resultados de 7 u 8? ;Cuantos
numeros naturales distintos existen comprendidos estrictamente entre 5.000 y 10.000 y que
tengan todas sus cifras diferentes? En la resolucion de problemas de este tipo casi siempre esta
implicado el siguiente principio fundamental. Escuchen atentamente. Cuando un problema se
puede dividir en k partes separadas y la primera parte admite n sub una soluciones, la sequnda
n sub dos soluciones, la k-ésima n sub k soluciones, el nimero total de soluciones para dicho
problema es n sub 1 por n sub 2 por n sub k. Hablemos ahora de las variaciones,
permutaciones y combinaciones.

Cuando se estudian las distintas colecciones que se pueden formar, segun una ley dada, con
elementos de un conjunto finito, es necesario establecer los conceptos de variacion,
permutacién y combinacién, asi como las férmulas para calcular sus valores. Vamos a poner
algunos ejemplos. A. En un carillén formado por n campanas, éstas se tocan siguiendo una
sucesion 1, 2, 3, n, que se permutan o cambian sucesivamente.

Si hay sélo seis campanas, se podrian tocar de 720 formas. Son permutaciones de seis
elementos que corresponden a diferentes permutaciones del tono. Los compositores trabajan
sobre aquellas permutaciones del tono que tienen interés musical y en las que aparecen de
forma regular series armoénicas.



Otro ejemplo. ;Cuantas palabras diferentes de seis letras distintas pueden formarse con los
elementos del conjunto A, que incluyen A, B, C, D, E? ;Cuantas contiene la letra B? Otro tipo de
problema. ;De cuantas maneras se pueden distribuir siete personas en una fila de siete sillas?
En la resolucién de problemas de este tipo siempre se encuentran involucradas las formulas del
numero de permutaciones, variaciones o combinaciones.

Pasamos al tema 5. El tema 5 nos habla del concepto de probabilidad. En este tema se
introducen los conceptos de probabilidad de sucesos, espacio muestral asociado, definicion y
propiedades de la funcion probabilidad, asi como el concepto de probabilidad condicionada.
Bajo la base de observaciones y experimentos, la ciencia llega a leyes que gobiernan el curso de
los fendmenos bajo estudio.

El esquema mas elemental y extendido para estudiar regularidades es. En cada realizacion de
un conjunto complejo de condiciones ocurre un acontecimiento determinado. Por ejemplo, si el
agua a la presion atmosférica se calienta por encima de 100 grados centigrados, que es un
conjunto de condiciones, se transforma en vapor, que es un acontecimiento determinado.

O en cualquier reaccion, sin intercambio con el entorno conjunto de condiciones, la cantidad de
substancia de materia permanece sin cambio. Esta afirmacion es la ley de conservacion de la
materia. Un acontecimiento que inevitablemente ocurre para cada realizaciéon del conjunto de
condiciones se dice que es seguro.

Si un acontecimiento definido no puede ocurrir teniendo en cuenta el conjunto de condiciones,
entonces se dice que es imposible. Y si cuando el conjunto de condiciones se realiza, un
acontecimiento puede o no puede ocurrir, se le lama aleatorio. De estas definiciones se deduce
que cuando se habla de cierta imposibilidad o aleatoriedad de algun acontecimiento, se refiere
siempre a cierto conjunto de condiciones.

El que un sistema o un acontecimiento sea aleatorio tiene, a nivel del conocimiento de un
sistema, un interés relativo, puesto que el conjunto de condiciones dadas no se refleja en las
razones necesarias y suficientes para que ocurra dicho acontecimiento. Sin embargo, hay una
gran cantidad de fendmenos en los cuales, dada una realizacion repetida del conjunto de
condiciones, el porcentaje de los casos en donde ocurre el acontecimiento determinado se
desvia ocasionalmente de forma sustancial de algun valor promedio indicador de una
operacion a gran escala. Mdltiples repeticiones del conjunto de condiciones relativas al
acontecimiento.

Para un tal fendmeno uno puede obtener no sélo informaciéon sobre el estado en que es
aleatorio el acontecimiento fijado, sino también una estimacion cuantitativa de la posibilidad de
que ocurra. Esta estimacién es expresada por una proposicion del tipo, si la probabilidad de
gue un acontecimiento prefijado ocurra cuando se realiza en el conjunto de condiciones es un
numero determinado p. La idea basica asociada a esta proposicion es que la probabilidad de un
acontecimiento bajo condiciones conocidas admite una evaluacién cuantitativa por medio de
algun numero. Esta idea se elaboré primeramente de forma sistematica en los trabajos de



Fermat, 1601-1665, Pascal, 1623-1662, y en particular por Bernoulli, de 1654-1705.

Sus investigaciones dieron lugar a la construccién de los fundamentos de la teoria de la
probabilidad. Con el tiempo, la teoria de probabilidades se ha desarrollado hasta convertirse en
una parte de las matematicas enriquecida con nuevos e importantes resultados que se han ido
aplicando al estudio de fendmenos de la naturaleza mas diversa. Vamos a resumir.

La teoria de probabilidades trata de formular en el lenguaje matematico y resolver los
problemas que surgen a la hora de predecir valores de los parametros o variables que
describen experimentos sobre fendmenos de caracter aleatorio que no son determinados. Esto
es asi porque a pesar de su caracter imprevisible a nivel individual, cuando el experimento se
realiza muchas veces, se puede llegar a establecer leyes de comportamiento y por lo tanto
predecir o calcular valores para las variables que intervienen. Por ejemplo, no sabemos lo que
saldra al lanzar un dado una vez, pero sabemos que si lo lanzamos 120.000 veces, cada nUmero
saldra aproximadamente 20.000 veces.

El tema 6 nos habla de la estadistica descriptiva. La estadistica es una parte de la matematica
aplicada y tiene como funcién ordenar, analizar y decidir sobre la estructura matematica
asociada a masas de datos numéricos obtenidos de la observacién de fendmenos, bien sean
fisicos, econémicos, psicolégicos o socioldgicos. La tarea de describir y procesar de modo
ordenado la masa de datos numéricos provenientes de observaciones y experimentos
constituye el objeto de la estadistica descriptiva, que es la rama de la estadistica de la que se va
a tratar en este tema.

La estadistica descriptiva trata de determinar ciertos parametros estadisticos, parametros que
nos dan informacién sobre los rasgos de un elemento tipo del colectivo o de la poblacién
estudiado, asi como ciertos parametros que miden la desviacidon respecto de este elemento
tipo. Entre los pioneros del estudio estadistico de poblaciones se encuentra Gaon, que estudié
en el siglo XVII los estadillos de mortalidad en Londres. Galton y Pearson en el siglo XIX
realizaron importantes contribuciones a la estadistica tedrica, basandose en investigaciones
biolégicas que fueron seguidas por los resultados de Gossett, que era discipulo de Pearson,
sobre muestras pequefias de poblaciones.

Este desarrollo se ha continuado en este siglo de forma impresionante, sobre todo a partir de
la utilizacidon de las computadoras. Hemos visto en nuestro programa esta noche los seis
primeros temas de matematicas especiales, todos ellos preparados por el profesor Emilio
Bujalance. El programa de la asignatura cuenta con 30 temas, que paso a enumerar a partir del
tema 7. Todos ellos los estudiaremos en siguientes emisiones.

Pues bien, el tema 7 nos habla de los sistemas de ecuaciones lineales. En él veremos las
ecuaciones lineales, los sistemas de ecuaciones lineales, los sistemas equivalentes, la
resolucién de sistemas y también las matrices asociadas a un sistema. Continuaremos con el
tema 8, que nos habla de matrices y determinantes.



Aqui veremos las matrices y las operaciones con matrices, lo que son los determinantes y los
calculos de determinantes mediante su desarrollo por los elementos de una linea. El tema 9
nos habla de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante matrices, con las reglas
de Kramer, el rango de una matriz, el teorema de Rauchet-Frobenius y los sistemas
homogéneos. El tema 10, elementos de geometria, puntos y rectas, medida de longitudes de
segmentos y angulos, el teorema de Pitagoras.

En el tema 11 entraremos en la trigonometria, razones trigonométricas de angulos agudos,
relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo agudo, algunos calculos sencillos de
razones trigonométricas, también férmulas para el seno y el coseno de la suma y diferencia de
angulos. En el tema 12, introduccion a la geometria analitica, coordenadas, razones
trigonométricas de angulos cualquiera. Tema 13, vectores del plano, definiciones, operaciones
con vectores, producto escalar y combinacion lineal de vectores.

El tema 14, los numeros complejos, definiciones, nimeros complejos en forma bindmica,
operaciones con numeros complejos en forma binémica y forma trigonométrica de un nimero
complejo. En el tema 15 entraremos en los vectores del espacio, definiciones, lo que es un
producto vectorial, otras propiedades del producto vectorial y la estructura del espacio
vectorial. El tema 16, geometria analitica del plano.

Veremos los puntos del plano, rectas en el plano, ecuaciones de una recta en el plano,
posiciones relativas de dos rectas en el plano. El tema 17, la geometria analitica del espacio,
puntos, rectas y planos en el espacio, ecuaciones de un plano en el espacio, posiciones relativas
de una recta y un plano en el espacio. El tema 18 nos habla de sucesiones.

¢Cual es el concepto de sucesion? Operaciones con sucesiones, clases de sucesiones, limites de
una sucesién y el nimero e. El tema 19, los calculos de limites de sucesiones. Y el tema 20,
funciones. ;Cudl es el concepto de funcién, la grafica de una funcion y cuales son sus
operaciones? En el tema 21 entraremos en los polinomios.

¢Cual es el concepto de polinomio y cudles operaciones se puede hacer con ellos? También,
¢qué son las funciones racionales? En el tema 22, limites de funciones. El 23, funciones
continuas. Y el 24, funciones derivables.

El tema 25, estudio y representacién de funciones. Los cinco ultimos temas. El tema 26 nos
habla de funciones trigonométricas.

El 27, de funciones logaritmicas y exponenciales. El 28, primitivas de una funcién. El 29, calculo
de primitivas.

Y el 30, la integral definida. ;Cémo podemos sacar el maximo rendimiento en el estudio de
matematicas especiales? Pues bien, para estudiar matematicas debe utilizarse constantemente
un cuaderno donde se vayan tomando anotaciones de lo que se va leyendo y, en general, de
todas las ideas que van surgiendo durante el estudio. Una o muchas lecturas de los textos sin



detenerse a expresar por escrito las ideas principales es, en gran medida, un trabajo perdido.

Para estudiar las definiciones y enunciados de proposiciones, el método apropiado puede ser
leer despacio cada una de las palabras y simbolos de la definicidn o enunciado intentando
comprender su significado. Realizar después una lectura completa de la definicién o enunciado
tratando de entenderlos en su conjunto. Analizar los rasgos esenciales del contenido de las
lecturas anteriores.

Es conveniente también buscar ejemplos particulares de aplicacién de cada nuevo concepto
antes de pasar a los siguientes. En matematicas especiales es imprescindible realizar los
ejercicios de los libros que maneje el alumno. Una vez acabado el tema es importante repasarlo
en profundidad, reteniendo sobre todo los puntos fundamentales del mismo.

Hay que poner especial énfasis en la practica de la asignatura y, desde este punto de vista, el
alumno unicamente debe poseer los conocimientos tedricos necesarios para resolver con éxito
los ejercicios o problemas. Por supuesto, seria ideal que comprendiese todos los argumentos
tedricos del texto base, pero hay que insistir que en la prueba final s6lo hay problemas
practicos. Y ahora si, despedimos nuestro tiempo.

El curso de acceso se acaba. Nos veremos mafana. Muchas gracias y muy buenas noches.

Mafiana, 1 de noviembre, la UNED continuara con ustedes. Al ser un dia festivo, nuestra
programacion serd especial, pero contando con las areas de conocimiento habituales de los
miércoles. Revista de Economia, Foro Politico y Sociolégico, Revista de Filosofia y el curso de
acceso.

El jueves, a partir de las ocho y media, siete y media, en la Comunidad Canaria, nos
encontraremos con Psicologia Hoy. Continuaremos con Revista de Educacion. Nuestro
siguiente programa sera Matricula Abierta y, para acabar, el curso de acceso.

Que pasen mafiana un feliz dia, muy buenas noches. Subtitulos realizados por la comunidad de
Amara.org



