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Matematicas Especiales, guidon numero 25, continuidad, emisién 30 de abril de 1980, autores
Abeguer y cinco colegas. En la emision de hoy trataremos de introducir un concepto
fundamental para el estudio de las funciones, es el concepto de continuidad de una funcién en
un punto. Veamos también como este concepto esta intimamente ligado con el del limite.

Vean ustedes ahora la funcién que esta dibujada en la figura 11 de la apoyatura para esta
emision. ;Podrian ustedes decirme cédmo esta definida esta funcién? Es una funcién definida
para cualquier valor x de la recta real. Si x es negativo, la funcién vale menos uno.

Esto viene representado en la grafica por la semirrecta paralela al eje x por debajo del mismo.
En el punto x igual a cero, la funciéon toma el valor cero, y para los valores de x estrictamente
mayores que cero, la funcién, segin vemos en la definicién, toma el valor 1. Pues bien, a un
nivel intuitivo podemos dar una primera idea de lo que significa que una funcién sea o no
continua. Si seguimos los puntos de la grafica con un lapiz desde menos infinito hasta mas
infinito, la grafica para los valores negativos de x podemos dibujarla mediante un trazo
continuo, es decir, sin levantar el lapiz del papel.

O sea, para valores préximos a cero, a la derecha y a la izquierda, no podemos dibujar la
funciéon de una forma continua. Diremos que esta funcién no es continua en cero. Entonces,
cualquier funcién de este tipo en la que, para dibujar la grafica, tengamos que levantar alguna
vez el lapiz del papel, no es continua.

Efectivamente. En la figura 12 pueden ver otra funcién discontinua en el origen. Hemos dicho,
para estas dos funciones, que eran discontinuas en el punto x igual a cero, pero, ¢y en los
demas puntos en los que esta definida? Segun la nocién intuitiva de continuidad que hemos
expuesto, ambas funciones sdlo son discontinuas en el origen, pues en los demas puntos del
dominio de definicién, segun se ve en la grafica, no existen saltos.

Por supuesto, esto no indica que otras funciones puedan tener mas de un punto de
discontinuidad. Vamos a ver ahora una definicion mas rigurosa del concepto de continuidad.
Examinen la figura 13 de la apoyatura.

En primer lugar, vamos a repasar brevemente el concepto de limite. Como ustedes recordaran,
y pueden ver en la figura 13, el decir que el limite de la funcién f, cuando x se aproxima a un
punto a, es el b, quiere decir que hay infinitos puntos en la proximidad de a que tienen su
imagen en la proximidad de b. O lo que es lo mismo, cuando la variable x se aproxima a a, los
valores de las imagenes se van aproximando a b. Creo recordar también que deciamos que el
punto a no tiene por qué pertenecer al dominio de la funcién, es decir, que dicha funcion no
tiene por qué estar definida en a. Efectivamente, precisamente a este punto queria ir ahora.
Tenga usted en cuenta que no sdlo la funcién no tiene por qué estar definida en el punto a,
sino que incluso puede estar definida y tomar un valor distinto al del limite, es decir, a b. Pues



bien, supongamos ahora, como se ve en el dibujo, que la funcién, ademas de tener limite en el
punto a, esta definida en dicho punto, y el valor de la funcion en ese punto es b. O sea, coincide
con el valor del limite en ese punto.

¢Qué importancia tiene que la funcién esté definida en a, y que su valor sea precisamente el
valor del limite b? Vamos a ver el significado de éste. Por el hecho de tener limite la funcién
cuando x tiende a a, sabemos que hay infinitos puntos en un entorno de a que tienen su
imagen en un entorno de b. Es decir, que en las proximidades de a, a su derecha y a su
izquierda, la funcion estad dibujada sin saltos. Ahora, en general, esto no nos dice nada de lo
que pasa en el punto a. Es decir, si en a, la funcién no estuviera definida, o si estuviera definida,
pero con otro valor diferente al del limite.

Estos dos casos estan expuestos en la figura 14 y 15 de la apoyatura escrita. En el caso de la
funcién cuya grafica esta en la figura 13, la funcidén esta definida en a, y ademas el valor que
toma en dicho punto es el del limite b. ¢(Tendra esta funcién algun salto en su grafica en la
proximidad de a, o en el mismo punto a? Creo que no, ya que por tener limite cuando x tiende
hacia a, sabemos que en las proximidades de a no tiene saltos, y como en el punto a esta
definida y su valor es el del limite, tampoco habra un salto en dicho punto. Entonces, ¢cudl seria
la definicién rigurosa de continuidad? Esta escrita en el apartado 16 de la apoyatura.

Seria Unicamente expresar en términos matematicos lo que hemos explicado anteriormente.
Las tres condiciones que deben cumplirse para que una funcién f de x sea continua en un
punto a son, primero, la funcién f debe estar definida en el punto a. Segundo, debe existir el de
f cuando x tiende hacia a. Y tercero, el limite y el valor de la funciéon en a deben coincidir.
Entonces, si no se cumple alguna de las tres condiciones, la funcién sera discontinua, ¢no es
asi? En efecto, sefiorita.

La doble implicacion que aparece en la figura 16 no dice que si f es continua se cumplen las tres
condiciones y viceversa, o sea, que si se cumplen las tres condiciones, f sera continua. Diremos
que esta es la condicion necesaria y suficiente para que sea una funciéon continua. Veamos
ahora algunos ejemplos de funciones continuas y discontinuas que nos serviran para aclarar
ideas sobre la definiciéon de continuidad.

En la figura 17 de la apoyatura escrita tienen ustedes dibujada la grafica de la funcién parabola,
centrada en el origen. El dominio de definicion de esta funcién, segin podemos ver, es toda la
recta real. Vean un momento la figura y diganme después en qué puntos del dominio es
continua esta funcion.

Creo que es una funcion continua en todos los puntos del dominio de definicién, ya que cumple
las tres condiciones de continuidad en cada uno de ellos. Perfectamente, es un ejemplo de
funcién que no tiene ninguna discontinuidad en ningln punto de la recta real. En la figura 18
tenemos representada la funcién con la cual comenzamos esta emision.

Volvemos sobre ella porque nos va a ser Util para ver un concepto nuevo, el de limites laterales.



¢Cual seria el dominio de definicién de esta funcion? El dominio de definicion es el conjunto de
valores x para los cuales existe su imagen, es decir, f de x. El dominio de definicion sera toda la
recta real. De acuerdo, habiamos visto que esta funcién tenia una discontinuidad en el punto x
igual a cero, o sea, en el origen.

Esto quiere decir que algunas de las tres condiciones que veiamos en la definicion de
continuidad no se cumplen. Bueno, una o varias de esas condiciones. ;Me podrian analizar las
condiciones de continuidad en el origen de esta funcion? Segun decia mi compafiera, la
primera condicion se cumple, ya que la funciéon en x igual a cero vale precisamente cero por
definicion.

¢Podriamos decir que el limite de esta funcidén cuando x tiende a cero es menos uno? Bueno,
segun la definicién del limite, si este fuera menos uno cuando x tiende a cero, para cualquier
entorno por pequefio que fuera de menos uno, tendriamos que encontrar otro entorno de cero
tal que todos los puntos x que estuvieran en este Ultimo entorno tuvieran sus imagenes en el
entorno de menos uno. Pero en el dibujo vemos que para los puntos del entorno de cero que
estan a la derecha de él, es decir, que sean positivos, los valores de las imagenes no estan en el
entorno de menos uno, ya que valen mas uno. Esto es siempre cierto por muy pequefio que
sea el entorno de cero.

Luego, yo creo que menos uno no es el limite de esta funcion cuando x tiende a cero.
Perfectamente. En efecto, vemos que menos uno no cumple la definicion del limite.

Podriamos decir algo completamente similar para el punto mas uno. Luego, esta funcién no
tiene limite cuando x tiende a cero. Entonces, podemos decir ya que no se cumple la segunda
condicion de la definicién de continuidad.

Efectivamente. Supongamos ahora que nos vamos acercando al valor x igual a cero por la
izquierda, es decir, tomando valores negativos de x. Intentemos calcular el valor del limite de la
funcién cuando x tiende a cero por la izquierda, es decir, cuando x tiende a cero tomando solo
valores negativos. En la definicién del limite deciamos que b era el limite de una funcién f
cuando x tendia hacia a. Si para cualquier entorno de b podiamos encontrar un entorno de a
cuyos puntos tuvieran la imagen en el entorno de b. Al hablar de entorno de a, considerabamos
valores de la variable x préxima a a, tanto a su derecha como a su izquierda.

Cuando buscamos el limite de una funcién con x tendiendo hacia a por su izquierda, sélo
consideramos los puntos del entorno que estan a la izquierda de a. Estos puntos son los que
deben tener su imagen en el entorno de b. Entonces, en nuestro caso, al tomar sélo los puntos
del entorno de cero que estan a su izquierda, es decir, negativos, podemos decir que el limite
de f cuando x tiende a cero por su izquierda es menos uno, porque hemos eliminado los puntos
del entorno de cero situada a su derecha, que eran las que no tenian su imagen en el entorno
de menos uno. Exacto. Diremos que el limite lateral por la izquierda de esta funcién en el
origen es menos uno.



Entonces, de igual forma, podemos decir que el limite de esta funcién por la derecha es mas
uno. (No es asi? Efectivamente. Vemos que esta funcion tiene limites laterales por la derecha y
por la izquierda en x igual a cero.

Como vimos, esta funcién no tiene limite cuando x tiende a cero. Esto es debido a que los
limites laterales, aun existiendo, no son iguales. Desde luego, si uno o los dos limites laterales
no existieran, la funcién tampoco tendria limite.

Se puede demostrar que si una funcién tiene limite por la derecha y por la izquierda, cuando x
tiende a un punto dado y estos limites son iguales, la funcion tiene limite en ese punto y es
igual al valor de los limites laterales. Entonces, cuando nos preguntamos si una funcion tiene o
no limite en un punto, lo que en realidad estamos haciendo es ver si existen los limites laterales
y si son iguales. ;(No es asi? Exactamente.

Directamente relacionado con el concepto de limite por la derecha y por la izquierda de una
funcién, estan los conceptos de continuidad por la derecha y continuidad por la izquierda. No
nos pararemos ahora a verlos, ya que, si han comprendido la idea de limite lateral, no tendran
dificultad para estudiarlos en cualquier libro de texto. Como final, en la figura 19 de la
apoyatura, tienen una funciéon con mas de un punto de discontinuidad.

El estudio de esta funcidn seria, en parte, andlogo al efectuado con la funcién de la figura 18. En
la préxima emisién, daremos un repaso general a los conceptos de limite y continuidad.



