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Hola, buenas noches, un dia mas les damos la bienvenida al tiempo del curso de acceso directo
a la universidad para mayores de 25 afios, el CAT. Les acompafiamos durante media hora de
lunes a viernes con la intencién de ayudarles a preparar todas las asignaturas que conforman
su curriculum. En el programa de esta noche, matematicas basicas, nos acompafia el profesor
Eduardo Ramos.

Con él hablaremos de los capitulos 10 y 11, que nos hablan del calculo de probabilidades y
estadistica. La ciencia siempre trata de encontrar las leyes que rigen los fendmenos que
observamos. Hay una clase de fendbmenos que permiten prever cudl va a ser el efecto
producido en otros fenémenos.

Sin embargo, se dice que el resultado es consecuencia del azar, pero el azar esta sometido a
leyes. Esta noche vamos a ver las dos especialidades de la matematica que abordan este tipo
de leyes no necesarias, el calculo de probabilidades y la estadistica. Para hablar de todo ello, de
los capitulos 10y 11, nos acompania el profesor Eduardo Ramos.

Muy buenas noches. Buenas noches. La primera pregunta podria ser si se puede lograr con el
calculo de probabilidades predicciones relativamente precisas acerca de los fendmenos
aleatorios.

Bien, lo primero que convendria explicar es qué significa fenédmeno aleatorio. En la naturaleza
observamos dos tipos de fendmenos en general. Por ejemplo, si observamos que si un liquido
se calienta, entonces se evapora.

El efecto de afadir calor a un liquido produce, perdon, la causa de afiadir calor a un liquido
produce el efecto de evaporarse. Es algo que se produce siempre de la misma manera, cuando
las circunstancias son las mismas. Es un fendmeno que llamamos determinista.

A una causa igual le corresponde un determinado efecto. En cambio, hay otro tipo de
experimentos cuyo comportamiento es un poco diferente. Por ejemplo, si tenemos un dado
con sus seis caras y lanzamos en una ocasién el dado, saldra, sabemos, uno de los seis
resultados.

El 1, el 2, etcétera, el 6. Si repetimos el experimento de lanzar el dado con las mismas
circunstancias, con la misma fuerza en el lanzamiento, sabemos que pequefas flutuaciones
como corrientes de aire, variaciones minusculas en la fuerza con que se lanza el dado, produce
un efecto totalmente alejado del resultado anterior. Pensamos que hay una mano oculta, algo
que controla el resultado de lanzar el dado. Ese algo el hombre le llamé el azar.

Y este tipo de experimentos que gobierne el azar, en los cuales influye el azar, se le llaman
experimentos aleatorios. La palabra aleatorio viene de la palabra latina alea, que como
seguramente muchos saben, significa suerte. El hombre conocié desde mucho tiempo, desde



hace muchos afos, que la suerte, situaciones como esta de lanzamiento de dados estaban
gobernadas por la suerte.

Pero no fue hasta muy metido la edad moderna que el hombre se empezé a preocupar por
como resolver cientificamente el andlisis de problemas en los que se estudiaban fenémenos
gobernados por el azar. Y precisamente intentando responder a preguntas que se podian
observar o cuestiones que se podian observar en el lanzamiento de dados, de juegos de dados,
un matematico que se hizo uno de los primeros pasos del calculo de probabilidades en un libro
que se llama Ars Coyectanti, precisamente el arte del lanzamiento de dados. Esta es la cuna del
calculo de probabilidades, que es la respuesta matematica, la respuesta cientifica en definitiva,
al estudio de los fendmenos aleatorios.

¢Qué pretende el calculo de probabilidades? Y respondo a la pregunta que me hacias hace un
momento. Precisamente el calculo de probabilidades intenta encontrar leyes que no tienen la
caracteristica de ser necesarias como los fendmenos deterministas, pero si tienen algo que
informarnos acerca del comportamiento de los fendmenos aleatorios. Estas leyes hacen
referencia a los resultados que pueden predecirse cuando un experimento aleatorio se efectia
un numero indeterminado de veces.

Volviendo al ejemplo del dado. Lo sabemos, nadie lo duda, sin duda, que el resultado de un
lanzamiento determinado de un dado es impredecible. Puede salir un 1, puede salir un 2, etc.

Pero sin embargo, todos tenemos la sensacion, y aceptamos de buen grado, que si se lanza un
numero indeterminado de veces, pongamos 6.000 veces un dado, el nimero de 1s que saldra,
el nimero de 2s que saldra esta alrededor de 1.000, y muy pocos aceptarian que el nimero de
1s que saldrd esta alrededor de 100. Esta informacién no tiene la misma precision que la que
tiene la afirmacion, cuando un liquido se calienta, se evapora. Pero sin embargo, el saber que el
numero de 1s que saldra cuando tiramos 6.000 veces un dado estard mas cerca de 1.000 que
de 100, no deja de ser una informacién importante, y no debe despreciarse.

El precisar cudl es el alcance de esta informacién es precisamente el objeto del calculo de
probabilidades. Pero creo que debiéramos empezar por lo que es la probabilidad, es decir, por
el concepto de probabilidad. Bien, como he dicho, las leyes del azar pueden admitirse como
una ley empirica como esta.

Cuando se efectua un numero ilimitado de veces un experimento aleatorio, las frecuencias de
cada uno de los acontecimientos posibles, es decir, el nUmero de veces que salen los posibles
resultados que pueden darse al realizar un experimento aleatorio, tienden a estabilizarse en
unos ciertos valores fijos. Esta es una ley empirica. Bueno, pues esos valores fijos hacia los que
tienden a estabilizarse el nUmero de veces que se produce un acontecimiento de los posibles
de realizar un experimento aleatorio, se eleva a la categoria de probabilidad de ese resultado o
de ese acontecimiento posible.

Entonces, la probabilidad, evidentemente, al ser la frecuencia, por supuesto, relativa, es decir,



con el ejemplo del dado, el nimero de veces que ha salido el 1 dividido por el nimero de veces
que se ha lanzado el dado, esa frecuencia relativa, tedrica, por supuesto, en una serie ilimitada,
qgue serda un numero entre 0y 1, es el concepto de probabilidad. Mide, de alguna manera, el
grado de verosimilitud de cada uno de los acontecimientos posibles que pueden darse al
efectuar el experimento aleatorio. ;Cual es el modelo matematico de los sucesos aleatorios?
Bueno, una vez aumentadas estos preliminares sobre los sucesos, los experimentos aleatorios
y la idea intuitiva de probabilidad, las matematicas lo que hacen es construir un formalismo
para darle cobertura a este tipo de ideas intuitivas.

Entonces, lo primero que hay que hacer al observar un experimento aleatorio es observar los
resultados posibles, cada una de las posibilidades que pueden darse al efectuar el
experimento. En el caso del dado que estamos manejando, pues son los 6 resultados que
pueden salir. Entonces, a ese conjunto de resultados posibles de un experimento aleatorio se le
llama espacio de posibilidades.

Ademas de esos resultados posibles, digamos, elementales, es posible contemplar otro tipo de
acontecimientos mas complejos. Por ejemplo, al tirar un dado podemos observar si el resultado
es un numero par o un numero impar. A este tipo de resultados mas complejos se le llaman
sucesos.

Y entonces, junto con el espacio de posibilidades tenemos un conjunto de posibles sucesos,
que en esta primera aproximacion que hacemos en este curso al problema consiste
simplemente en el conjunto de partes del conjunto resultados posibles, del conjunto que suele
denotarse con la letra griega omega. Dentro de este conjunto de sucesos hay una serie de
operaciones razonables, como son la unién, la intersecciéon, la complementacion de sucesos,
cuyo resultado es otro suceso. Entonces, el conjunto de posibilidades, el espacio omega, y los
sucesos 0 su conjunto de estos espacios de posibilidades forman el modelo matematico de los
sucesos aleatorios.

Una vez identificada la familia de sucesos correspondientes a un determinado fenémeno
aleatorio, ¢cudl seria el modelo matematico de la probabilidad? Si, no llega sélo con tener
analizado o bien detallado qué resultados son posibles y combinaciones de esos resultados
posibles, sino que lo que nos interesa desde el punto de vista del calculo de probabilidades es
asignar una valoracién del grado de cumplimiento de cada uno de sus sucesos, es decir, tener
una idea de con qué probabilidad, si ya estoy de acuerdo, de cada uno de los sucesos del
espacio de sucesos. Bueno, entonces, esa valoracion se le llama probabilidad. Formalmente, es
una aplicacién del conjunto de sucesos, es decir, en este contexto del conjunto de partes de
omega, que me habia dicho antes, en el intervalo 0,1.

Esa valoracién, digamos que esta normalizada, tiene que ser un nimero entre 0y 1. Esto es un
convenio, como podria haber sido otro o cualquiera, para tener una idea de la posibilidad
absoluta de que no se cumpla una cosa o la posibilidad segura de que se cumpla otra, en los
dos extremos. En un extremo se le sera el 0 y en el otro extremo sera el 1. Entonces, una



funcién definida en el espacio de sucesos con valores en 0 y 1 es, en principio, una
probabilidad. Claro que la teoria les exige algunas condiciones técnicas, algunas condiciones
técnicas que vienen un poco justificadas en el texto.

En esas condiciones técnicas, en definitiva, se resumen en dos, que es que si se consideran dos
sucesos, Ay B, que sean disjuntos, es decir, que no tengan ningun suceso elemental en comun,
que no puedan darse simultaneamente, entonces la probabilidad del suceso conjunto del
suceso unidn es la suma de las probabilidades de cada uno de los sucesos que lo forman. Esa
es una de las propiedades que se exige a la probabilidad. Y la otra propiedad que se le exige es
que la probabilidad del suceso seguro, es decir, del conjunto de todas las posibilidades del
conjunto omega, sea precisamente 1. Esto es bastante intuitivo.

1 ha de ser la probabilidad de algo que ocurre siempre. Entonces, con estas dos propiedades, y
la idea de que es una aplicacién del conjunto de las partes de omega en cero y uno, caracteriza
a una probabilidad. ;Y cuales son los problemas de asignar probabilidades? Bien, acabamos de
explicar los ingredientes del modelo matematico de los sucesos y la probabilidad.

Un conjunto de sucesos elementales omega, el conjunto de las partes de omega, o sucesos
posibles, y la probabilidad definida sobre ellos. Al par omega, P, se le llama espacio de
probabilidad, y es la descripcion matematica completa de un experimento aleatorio. A partir de
aqui, se puede empezar a trabajar matematicamente con conjuntos, funciones, aplicaciones, en
una terminologia y en un lenguaje que ya nos es familiar.

Sin embargo, hay un paso previo, hay un problema previo, que tiene que ver con aspectos que
no son estrictamente matematicos, pero que son esenciales si se quiere construir un modelo y
una teoria que tenga ciertos visos de ser aplicable. Me estoy refiriendo al problema de asignar
probabilidades a los sucesos, o dicho en términos un poco mas técnicos, al problema de ajustar
el modelo. En esencia, se trata de ver de qué manera se pueden extraer del azar, de los
mecanismos de azar, algunas reglas para dar a cada suceso un numero real comprendido entre
0y 1, un valor real, es decir, para cdmo se puede asignar la probabilidad de un determinado
suceso.

En esto es dificil dar reglas fijas o reglas escritas, porque hay que acudir al sentido comun y al
analisis detenido del experimento aleatorio que estemos considerando. Sin embargo, hay una
posibilidad o una norma que resulta util en muchas ocasiones, si bien hay que tener cuidado de
aplicarla de manera consciente y de manera muy objetiva. Me estoy refiriendo a la llamada
técnicamente o conocida como regla de Laplace.

La idea consiste en describir el experimento aleatorio de manera que sea razonable, que sea
plausible, aceptar que todos los sucesos elementales que pueden darse tienen la misma
probabilidad. Entonces, si n es el nUmero de esos posibles sucesos elementales, la probabilidad
de cada uno de ellos sera 1 dividido por n. De esta manera, el problema de asignar
probabilidades a un determinado suceso es bastante simple. No hay mas que contar el nimero
de sucesos elementales que lo integran, entonces la probabilidad de ese suceso sera el



cociente entre el nimero de casos favorables y el nUmero de casos posibles.

Esta regla del cociente o regla de Laplace es una idea muy sencilla, muy util para asignar
probabilidades a sucesos. Pero bien entendido que tenemos analizado el experimento aleatorio
de tal manera que los sucesos elementales que lo integran pueden considerarse
equiprobables. Si esto no es asi, corrimos el riesgo de aplicar la regla de manera errénea.

Pues vamos a continuar pasando al capitulo 11, la estadistica. Entre todas las ciencias
matematicas, la estadistica es la mas cercana a las preocupaciones y problemas del hombre de
hoy y ademas esta de muchisima actualidad. Pero en vez de empezar por la actualidad
debemos hacer un poco de historia.

Si, quizas alguien ha dicho que el pensamiento del hombre moderno de la sociedad occidental
es un pensamiento estadistico. La estadistica, en definitiva, recurre al nimero como soporte
para hacer afirmaciones. Etimolégicamente, estadistica significa la ciencia del Estado.

En el Estado, en este contexto, era un conjunto de nimeros. El nUmero de individuos que lo
integraban, el nimero de cabezas de ganado que formaban las posesiones del Estado, el
numero de tierras de labor o tierras de secano. Todas estas estadisticas, en definitiva, todas
estas colecciones de numeros, que sin duda tenian un objetivo bastante prosaico, que era
cuantificar los impuestos que debia pagar cada uno de los subditos de ese Estado, pues dieron
origen a la ciencia que gobierna el mundo de aquellas realidades, de aquellas observaciones
cuyo soporte fisico es un numero, que pueden cuantificarse, que pueden materializarse en un
valor numeérico.

Tal es asi que la mayor parte de las disciplinas actuales, que son quizas fruto del pensamiento
de las preocupaciones del hombre mas cercanas, como son el mundo de la psicologia, el
mundo de la sociologia, el mundo de la economia, estan muy influenciadas y muy dominadas
por las técnicas estadisticas. Y quizas la parte de estadistica sea la parte del curso mas util para
todos aquellos alumnos que van luego a estudiar una carrera como pedagogia, como
psicologia, incluso como economia, porque entre los métodos de estas disciplinas y de estas
ciencias ocupan un lugar muy preponderante los métodos estadisticos. ;Y a qué se denomina
poblacién y muestra? Bien, poblacion es el conjunto de objetos sobre los que se estd haciendo
la experimentacion, es lo que se pretende estudiar.

Muestra es un subconjunto de esa poblacion. Y variable estadistica, que estoy diciendo, y es la
cualidad de la estadistica, que representa las poblaciones de individuos mediante niumeros o
mediante unas propiedades o caracteristicas que pueden presentar o no los individuos que
forman esa poblacién. Bueno, pues esas cualidades o caracteristicas que pueden presentar a
esos individuos se les Ilama variable estadistica.

Cuando uno estudia una poblacién bajo la 6ptica del nimero de elementos que verifican tal o
cual propiedad o presentan tal o cual caracteristica, la idea mas elemental o mas burda seria
examinar todos los elementos de la poblacion. A eso se le llama realizar un censo. Una idea un



poco mas inteligente, en muchas circunstancias, es no examinar todos los elementos de la
poblacién, sino unos cuantos de ellos, una muestra.

¢Por qué razén conviene hacer esto? Hay muchas. Desde luego, si la poblacién es grande, es
Mmuy numerosa, no parece rentable, no parece econémico el estudiar, para cada problema que
pueda plantarse sobre esa poblacion, todos los elementos, todos los individuos de la poblacién.
En otras circunstancias puede ocurrir, como, por ejemplo, cuando se examina la resistencia de
un determinado material o cuanto dura, por ejemplo, una bombilla o un aparato eléctrico, el
proceso de examinar el elemento de la poblaciéon puede llevar a la destruccion de ese
elemento, con lo cual estariamos en una situacién absurda.

Para examinar o estudiar una poblacién tendriamos que destruir los elementos de la poblacién.
En esos casos, y en otros muchos que es facil concebir, se impone el estudio de un subconjunto
de la poblacién que se llama muestra. ;Cudles son las clases de la variable estadistica? Bien,
sobre las posibilidades que se pueden, o las magnitudes, o las caracteristicas que se pueden
estudiar de un individuo de una poblacién que llamabamos variables estadisticas, hay
diferentes tipos.

Unas se llaman cualitativas, expresan cualidades de los individuos, cosas como el seso, el color
de los ojos, la opinién acerca del voto sobre un determinado partido. Es decir, son los
resultados de la observacién, son cosas que no se pueden medir, que no se pueden sumar, ni
siquiera se pueden ordenar. Es decir, el color de los ojos, azul, verde, no tiene sentido las
respuestas hacer operaciones algebraicas con ellas.

Se llaman variables cualitativas o variables nominales. Un paso mas es cuando la respuesta,
siendo cualidades, tienen un cierto grado de ordenacion. Por ejemplo, son las tipicas preguntas
de opinién.

¢Estd usted muy satisfecho, poco satisfecho, poco satisfecho o nada satisfecho con el
comportamiento de un determinado, por ejemplo, gobierno? Entonces, en estas variables, este
tipo de respuestas, o sea, de categorias en que se pueden obtener al observar la variable en un
individuo, no se pueden sumar, efectivamente. Pero, sin embargo, mantienen un cierto orden.
Poco satisfecho es menos que muy satisfecho.

Este tipo de variables se llaman ordinales. Y un matiz mas rico son las llamadas variables
cuantitativas, que pueden expresarse mediante un ndmero que puede manipularse
algebraicamente. Por ejemplo, el nUmero de pasajeros de un autobus o el consumo de gasolina
de un automovil cada 100 kilémetros.

Este tipo de variables que se expresan mediante un numero, digo, variables cuantitativas,
todavia pueden dividirse en dos amplias familias. Las llamadas variables discretas o
numerables, que son aquellas que pueden tomar valores discretos como 0, 1, 2, 3, etcétera,
pero no valores intermedios como 1,7, 4,3. Y las variables continuas, que son aquellas que, en
principio, a priori, conceptualmente, pueden tomar cualquier valor real, cualquier nimero real.



Por ejemplo, la altura de una persona puede ser 175 centimetros, pero también podemos
afinar y decir que son 175,4. Podemos afinar un poco mas y decir que son 175,43. O,
conceptualmente, puede ser cualquier nimero real.

Recordemos el concepto de ndmero real cuando estudiamos la leccién. Claro que, desde un
punto de vista practico, como las medidas se tienen que expresar con un numero finito de
cifras decimales, no hay, de hecho, en la practica, no podemos obtener cualquier valor real.
Pero eso no nos impide considerar, conceptualmente, a ciertas variables como continuas, es
decir, como las variables que pueden tomar cualquier valor posible dentro de un determinado
intervalo.

¢Y el concepto de frecuencia? ;Cual es? Bien, entonces, el objeto de la estadistica es adquirir
informacién en forma de nimeros sobre una determinada poblacién. A cada individuo de una
poblacién le mido una caracteristica expresada mediante un nimero. Es el ejemplo que acabo
de poner.

A cada individuo de una determinada poblacion le mido su altura expresada en centimetros o
en metros, 175. Y, después de hacer eso, para toda la poblacién, para toda la coleccion de
individuos, obtiene una masa bruta de ndmeros. Obtiene un ndmero por cada uno de los
individuos de la poblacién.

Con eso, poco se puede hacer. No da mucha mas informacion saber, tener, disponer de esa
masa bruta de numeros que disponer de los individuos en si mismos. Y, entonces, el objeto de
la estadistica es resumir esos numeros, esa masa bruta de numeros, en algo que sea mas
manejable.

La primera idea que se le ocurre a la estadistica, o que se nos ocurre de manera intuitiva, es
contar cuantos individuos toman un valor determinado en una determinada variable que
estamos observando. Por ejemplo, si observamos una variable como el nimero de hijos en un
grupo de familias, nos pueden salir nUmeros como 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc. Entonces, lo primero
gue podemos es contar cuantas familias tienen 0 hijos, cuantas familias tienen 1 hijo, cuantas
familias tienen 2 hijos, etc.

En definitiva, contar la frecuencia del nimero de familias que tienen 0 hijos, 1 hijo, 2 hijos, etc.
La frecuencia de los posibles valores de la variable. La frecuencia del 0, la frecuencia del 1, la
frecuencia del 2, etc.

Ese numero de veces que se repite un valor de una variable se Ilama frecuencia absoluta.
Tenemos algun pequefio prejuicio sobre esta técnica, porque cuando el nUmero de elementos
de una poblacion es, por ejemplo, 100, y el niUmero de elementos de otra poblacion es 300, la
frecuencia absoluta de lo que puede ocurrir en una poblacién y lo que puede ocurrir en la otra
es bastante dispersa. No tenemos una idea relativa o aproximada de lo que ocurre en las dos
poblaciones.



Por eso, en la estadistica es frecuente recurrir mas que a la frecuencia absoluta a la frecuencia
relativa, que es el cociente entre la frecuencia absoluta y el nUmero total de elementos que se
observan en la poblacién. Con esto tenemos un numero normalizado entre 0 y 1 que nos da
una idea de referencia muy buena cuando se comparan poblaciones diferentes. Y entonces,
tenemos resumida la masa brusa de datos en una tabla de dos columnas, por decirlo asi.

Por un lado, los valores posibles de las variables y en la otra columna las frecuencias relativas
de cada uno de esos posibles valores. Esta tabla, en su conjunto, se llama la distribucién de la
variable, la distribucién de frecuencias relativas. Desde luego, este tema de la estadistica me
parece muy interesante y, ademas, muy actual.

Y sé que queda mucho que decir y muy poco tiempo. /Nos podrias resumir lo mas que se
pueda en estos dos minutos? Si, es una lastima no poder disponer de mas tiempo con estos
temas tan interesantes como son, como la estadistica recurre a técnicas para resumir masa
bruta de datos. Te estaba diciendo que la primera es formar una tabla de frecuencias.

Hay otras ideas que también son muy graficas. Las ideas de hacer representaciones graficas
como diagramas de sectores, diagramas de barras. Las ideas de resumir en unos cuantos
numeros que representen, de alguna manera, toda la tabla, como son la media aritmética, la
varianza, el coeficiente de variacion.

Todavia mas, todavia nos podriamos entrar a considerar los problemas de cuando se
consideran simultaneamente dos variables, como pueden ser el peso y la altura de un
determinado grupo de personas. Ahi podriamos analizar cémo unas variables varian
conjuntamente con otras, cdmo van juntas, cdmo es la asociacién de esas variables. En fin, es
todo un mundo muy actual, muy interesante, relativamente extenso, y que hoy no vamos a
tener la oportunidad de comentarlo con detenimiento.

Quizas la recomendacion que podemos hacer es que se lean los estudiantes el capitulo 11 del
libro, que creo que es un capitulo muy detenido, muy reposado, en el que se comentan con
bastante detenimiento todo este tipo de cuestiones. Estoy seguro que esta lectura sera muy
provechosa para todos los alumnos, en particular, como he dicho antes, para aquellos que
sigan carreras como Pedagogia, Psicologia, etc., carreras en donde los métodos estadisticos
son actualmente una herramienta poderosisima. Y ya, para acabar, nos queda solo un capitulo,
el capitulo nimero 12, también de un tema muy interesante y muy actual de los computadores.

Bien, eso lo dejaremos para el préoximo programa. Este y también el del examen final, ya los
alumnos deben estar preparandose. Si, si, todavia quedan unos meses o unos pocos dias, pero
ya es cuestion de ir pensando en el momento de rendir cuentas.

Pues muy bien, despedimos Matematicas Basicas y también despedimos el curso de Acceso.
Muchas gracias a todos y muy buenas noches. Mafiana volveremos de nuevo en esta misma
emisora y a nuestra hora habitual, 8 y media de la tarde, 7 y media, en la Comunidad Canaria.



Nuestro primer espacio sera Revista de Derecho. Continuaremos con el informativo semanal de
la UNED. Por ultimo, el curso de Acceso, que nos llevara hasta las 11 de la noche.

Gracias por su compafiia, que pasen una feliz noche. Subtitulos realizados por la comunidad de
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